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摘要
直角三角形台球系统等价于两个被限制在一维盒子中相互碰撞的小球. 虽然这
两个系统都看起来非常简单, 可我们对它们的动力学和统计性质却知之甚少, 尤其是
关于这两个模型的遍历性质. 一方面, 当系统的参数是 的有理数倍时, 我们已经知道
这两个模型是不遍历的. 另一方面, 当系统的参数是 的无理数倍时, 情况就变得十分
复杂了. 一些研究者宣称这种情况下系统在一些弱无理参数下是遍历的, 但一些数值
结果却指示着相反的结果.
为了确定性地回答这个问题,本文将直角三角形台球系统的动力学转化成一个二
维分片映射, 因而提供了一个比之前研究者所用的更易于操作和验证的方法. 运用这
一方法, 本文解析分析了直角三角形台球系统中在动量方向上存在弱遍历破缺. 然后
本文解释了为何之前的研究者会得出相反的结论,并讨论了直角三角形台球系统实现
弱不遍历的机制.除此之外,本文还建立了直角三角形台球系统的符号动力学规则,并
展示了相关的数值模拟的结果.
关键词：直角三角形台球,遍历性,不可积问题
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Abstract
A right triangular billiard system is equivalent to the system of two colliding particles
confined in a one-dimensional box. In spite of their seeming simplicity, no definite conclu-
sion has been drawn so far concerning their ergodic properties. On one hand, it is generally
acknowledged that the billiard flow in a rational right triangle, namely, the acute angles of a
right triangle are rational multiples of , is nonergodic. On the other hand, we know much
less about the irrational cases. Some researchers have already investigated the ergodic prop-
erties of both models, but did not get a definitive conclusion: while some previous studies
announced that for some special parameters the former model is ergodic, there is numeri-
cal evidence suggested that the latter model is not. However, since these two models are
equivalent, their ergodic properties must be identical.
To answer this question, we provide an easier-to-manipulate method to study right
triangular billiard than that previous studies used by transforming the dynamics of the right
triangular billiard system to a piecewise map. By this method, we prove that the billiard flow
is weakly nonergodic due to localization in the velocity direction of the particle. Besides, we
give an explanation to the contradiction between previous studies, and build the symbolic
dynamical rules of the map. The mechanism leading to the weak ergodicity breaking is
discussed, and some numerical evidence corroborating our conclusion is provided.
Key Words: right triangular billiard, ergodic property, unintegrable system
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第一章 绪论
在统计力学中, 传统的假设是因为一个系统是遍历的, 故该系统的时间平均等于
相空间平均. 在这个假设的基础上我们可以建立经典的吉布斯统计力学 [5, 6]. 对于大
部分的多自由度系统来说, 这个假设是成立的. 但是仍有一些例外情况. 当一个系统
有很多的准稳定状态时,它的相轨道可能会在其中一个或是几个状态徘徊很长一段时
间而不是遍历所有状态. 这就导致了在很长一段观测时间内, 系统存在一部分的相空
间,在这段时间中系统的相轨道从未到达这部分相空间 [7]. 于是我们无法忽视这些例
外而把统计力学的结论运用在这些非遍历的系统上.
虽然人们很早就意识到这一点, 也对这些非遍历的系统做了很多研究, 但直至今
日要了解这类系统的动力学和热力学性质仍然极大地依赖于人们对特殊系统的直观
理解和相空间的简单图像.这当然是由于我们并未得到一个对非遍历系统的真正普适
理论 [8]. 许多物理学家和数学家基于这个原因对不同的非线性系统的遍历性质产生
了浓厚兴趣, 其中包括玻璃自旋系统[9–12], 随机行走系统[13–15], 和本文的探究的对
象多边形台球系统[16].
多边形台球系统有着十分丰富和特殊的动力学行为. 文献 [17] 中的一个定理指
出, 多边形台球系统中的一族单参数方向流f t 对于几乎所有的参数 2 [0; 2)是一致
遍历的. 特别地,这个定理说在一个有理多边形台球系统,即这个多边形的所有内角都
是的有理数倍, 中几乎所有方向的台球流都是遍历的. 文献 [18]列出了关于多边形
台球系统的一些仍未解决的问题, 包括能否给出一个确切的无理的但是却不遍历.的
多边形台球系统的例子.
作为一个相对来说十分简单的多边形台球系统,直角三角形台球系统的遍历性质
更是被许多人研究过. 一方面, 当直角三角形台球系统的一个锐角是的有理数倍时,
我们称之为有理直角三角形台球系统.现在人们普遍认同有理直角三角形台球系统是
不遍历的 [1]. 另一方面, 当直角三角形台球系统的一个锐角是的无理数倍时, 我们
称之为无理直角三角形台球系统.这种情况下的直角三角形台球系统我们对它们知之
甚少, 甚至仍不能肯定它是否是遍历的. 一个有趣的事实是, 直角三角形台球系统与
被限制在一维盒子中的两个小球是等价的 [19]. 之前的研究对这两个模型的遍历性质
却得出了相反的结论.有的文献宣称在一些特殊的参数下无理直角三角形台球系统是
遍历的 [2], 而另一些文献展示的计算机模拟结果却指示后一个模型, 即被限制在一维
盒子中的两个小球是不遍历的 [3, 4]. 当然, 由于这两个系统是等价的, 它们要么都是
遍历的,要么都是不遍历的,目前这样的结果肯定存在矛盾.
本论文的中心研究问题即直角三角形台球系统的遍历性质. 基于对直角三角
形台球系统相轨道由于完全弹性碰撞导致不连续性的理解, 我们把原始的系统通过
做Poincare´ 截面并建立截面上相点的转化规则化简成一个二维分区映射. 由于原始系
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统是个哈密顿系统, 这个映射在全局是保面积的. 在此基础上, 我们对相平面根据映
射关系分区, 然后按照符号动力学的做法构建其允字和禁止条件. 依照一条轨道对应
的符号序列, 我们可以求得该轨道初始点和相点间一些定量关系, 这些关系反过来限
制着符号序列的构成. 于是我们可以展示该二维映射也即直角三角形台球系统的弱
不遍历性. 通过符号序列分析我们可以知道这个系统是如何达到动量方向上的局域
化从而弱不遍历的. 这就是本论文的研究思路.
下面我们介绍一下本论文章节内容的安排. 在第二章中, 我们介绍了哈密顿系统
的定义和其遍历性质, 特别是关于KAM定理的重要结果, 这有助于之后理解直角三角
形台球系统,因为它是一种具体的哈密顿系统.在第三章中,我们回顾了关于多边形台
球系统和三角形台球系统的遍历性的一些结果.二三章的大部分内容是对前人工作和
研究所需概念的介绍. 之后在第四章中, 我们将直角三角形台球系统简化成一个二维
分区映射, 并分析了它的动力学性质, 构建了它的符号动力学规则. 在第五章中, 我们
利用之前介绍的概念和工具定量地计算直角三角形台球系统中一些依赖于符号序列
的性质, 并展示了其弱非遍历性. 由于本文的主要关注点是直角三角形台球系统的遍
历性质, 在此之后, 我们分析了在之前研究结果中存在的矛盾, 讨论了弱非遍历的机
制. 四五章的内容是本论文的主要研究结果. 最后, 在第六章中, 我们对之前的内容进
行了总结,并提出了一些可以继续深入研究的方向.
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第二章 哈密顿系统及其遍历性质
本论文的主要研究对象为三角形台球系统尤其是直角三角形台球系统,两者皆为
哈密顿系统.哈密顿系统的性质对我们具体研究中用到的一些研究方法和工具起着十
分重要的作用, 例如映射的保测度性和能量守恒是我们分析的基础. 在这一章中我们
着重介绍一些哈密顿系统的动力学和统计性质,并回顾遍历理论中关于哈密顿系统遍
历性质的重要结果.
2.1 哈密顿系统
哈密顿系统是指系统的演化规律由哈密顿方程支配的动力系统.这种动力系统描
述了如行星系统或电磁场中的电子的演变. 通俗地说, 哈密顿系统是由Hamilton发明
的用来描述一个物理系统的演化方程的数学形式. 这种形式的优点是它提供了关于
动力学重要的见解 [21], 即使其初值问题不能被解析求解. 其中一个例子是三体行星
运动: 即使它属于没有简单解的一般问题, 庞加莱利用这种形式第一次证明了它会表
现出确定性的混沌现象 [22].
哈密顿系统是由标量函数H(q;p; t)完全描述的动力系统. 系统的状态r由广义坐
标动量p和位置q描述, 其中p和q有着相同的维数N. 所以矢量, 该系统是完全由2N维
向量r = (q;p)描述,且其演化方程是由哈密顿方程给出:
dp
dt
=  @H
@q
(2.1)
dq
dt
= +
@H
@p
(2.2)
.
系统的轨道r(t) 是由哈密顿方程和初始条件r(0) = r0 2 R2N限制下的初值问题
的解. 如果哈密顿量不是时间依赖的, 也就是说, 如果H(q;p; t) = H(q;p)不随时间而
改变,则哈密顿量是运动的一个常数,其恒定等于系统的总能量, H = E.
时间无关哈密顿系统的一个例子是简谐振子, 即以坐标方程p = p;q = x定义的
系统. 它的哈密顿量为H = p2
2m
+ 1
2
kx2. 该系统的哈密顿不依赖于时间, 因此系统的能
量是守恒的.
哈密顿动力系统的一个重要特性是它具有辛结构 [23],写作
rrH(r) =
"
@qH(q;p)
@pH(q;p)
#
(2.3)
这个动力系统的演化方程可以写成
dr
dt
= SN  rrH(r) (2.4)
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2.2非遍历性与弱非遍历性
其中
SN =
"
0 IN
 IN 0
#
(2.5)
这里用IN 代表N阶单位阵. 这个性质的一个重要是无限小相空间体积保持不变, 从
而我们有Liouville定理, 即哈密顿系统的闭合曲面相空间体积在时间演化下保持不变
[24]:
d
dt
Z
St
dr =
Z
St
dr
dt
 dS =
Z
St
F  dS =
Z
St
r  Fdr = 0 (2.6)
其中第三个等号来自散度定理.
2.2 非遍历性与弱非遍历性
2.2.1 遍历的定义
“遍历”这个词最早由物理学家Boltzmann 提出, 他用这一性质来解决统计力学
中关于规律的来源的一些问题. 在动力系统理论中, 一般用遍历来描述其时间平均的
行为与系统相空间平均的行为一致的动力系统. 更加正式的定义为: 给定一个概率空
间(X; ; ), 令T : X ! X 为其上的一个保测度变换. 当我们说T在意义下是遍历的,
我们指的是以下这些等价描述之一成立:
 对任意满足T 1(E) = E的E 2 ,要么(E) = 0,要么(E) = 1.
 对任意满足(T 1(E)E) = 0的E 2 , 要么(E) = 0, 要么(E) = 1. 这里
表示对称差操作.
 对任意满足(E) > 0的E 2 ,我们有([1i=1T iE) = 1.
 对任意两个正测度集合E和H,必然存在i > 0 使得(T 1(E) \H) > 0.
也就是说, 上述四个描述给出了系统遍历的四个等价定义. 简单地说, 如果说概率空
间(X; ; )上的一个保测度变换T 是个遍历变换, 这意味着任意一个在T 下保持不变
的可测集的测度必为0或1中的一个. 值得一提的是, 在第五章中我们正是利用了第三
种定义的反面形式证明了直角三角形台球系统的非遍历性. 即, 如果直角三角形台球
系统是遍历的, 那么它应该满足第三种定义. 但是我们特别地构造出一个相空间的正
测度子集并证明直角三角形台球系统违反了第三种定义.在第五章中我们将对此详细
推导.
下面我们来看一个具体的例子. Logisitic 映射是一个简单的一维非线性映射, 它
的映射迭代式为
xn+1 = (1  xn)xn (2.7)
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